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La notion d’homomorphisme minimal d’anneaux est utilisee par Levelt 
dans [3] et [4] sous le nom de monomorphisme simple; dans ces textes 2 n’est 
question que d’algebres de longueur finie sur un anneau de base fixe; aussi 
les anneaux y sent artiniens et les homomorphismes finis. Dans ce qui suit, 
nous ne faisons aucune hypothbe de finitude; nous montrons qu’un homo- 
morphisme minimal est fini s’il induit une application surjective sur les 
spectres et que, sinon, c’est un epimorphisme plat; de plus, la plupart des 
propriQCs mises en evidences par Levelt sont vCrifiCes par les homomor- 
phisme s minimaux finis. 
Dans tout ce texte, les anneaux sont supposes commutatifs et unitaires; 
si f : A-+ B est un homomorphisme injectif d’anneaux, on se permettra 
souvent d’identifier A au sous-anneau f(A) de B. 
1. 
D~~FIXITIOX 1.1. Un homomorphisme d’anneaux f : A -+ 3 est dit 
minimal s’il est injectif, non surjectif et si pour toute decomposition f = gh 
de f ou g et h sont des homomorphismes injectifs, g ou h est un isomorphisme. 
11 est clair que pour qu’un homomorphisme injectif non surjectiff : A -+ B 
soit minimal, il faut et il suffit que la A-algebre I3 soit engendree par tout 
Clement de B non dans A. 
LENME 1.2. Soient K un corps et f : K -+ A un homonwrphisme injectif. 
Pour que f soit minimal, il faut et il sufit qu’il soit de I’un des t&s types suisa&s: 
(a) A est un carps et l’extension K -+ A est minimale 
(b) f est l’homomorphisme diagonal K -+ K x K 
(c) f est l’homomorphisme canonique K -+ D,(K) = K[X]/(Xz). 
Er, particulier A est alors une K-alg&re finie. 
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11 est clair que ces trois homomorphismes sont minimaux. Reciproquement, 
supposons quefsoit minimal et que 4 ne soit pas un corps. Comme K+ K[x] 
n’est visiblement pas minimal, A est une K-algebre finie, done est isomorphe 
au produit de ses composants locaux. Si A n’est pas local, il possede done un 
idempotent non trivial et est engendre par cet idempotent; f est done du 
type K+ K x K. Si A est local il possede un Clement non nul de carrC nul 
puisqu’on a suppose que ce n’est pas un corps, et est engendre par cet 
Clement; f est alors du type indique dans (c). 
On peut montrer que si K est un corps de type fini sur son sous-corps 
premier k et de degre de transcendance 31 sur k si K est de caracteristique >O, 
il existe des extensions minimales K + L de degre 1z pour tout entier n 2 2 
WI>* 
Nous utiliserons constament dans la suite les deux lemmes suivants dont la 
demonstration est immediate. 
LEMME 1.3. Soient f : A --f B un homomorphisrne minimal et S une partie 
multiplicative de 4. Alors S-lf : S-l4 + SIB est minimal ou un isomorphzbne. 
LEMME 1.4. Considerons le diagramme commutatrf suivant 
(i) Si f est minimal, f’ injectif et v surjectaf, alors f ’ est minimal ou un 
isomorphisme. 
(ii) Si le car& est cartesien, v surjectif et f ’ minimal, alors f est minimal 
ou un isomorphisme. 
(iii) Si le carre’ est cocartesien, f minimal et f’ injectif et non surjfxtif, 
L carre’ est cartesien. En particulier, sil’ = Ann,(B’lA’) est le conducteur de f ‘, 
&(I’) est le conducteur de f. 
(Rappelons que le car& ci-dessus est dit cartesien si l’homomorphisme 
A + A’ x B deduit de u et f induit un isomorphisme de A sur le sous- 
anneau form6 des couples (a’, 6) tels que f ‘(a’) = v(a), et cocartesien si B’ 
s’identifie, au moyen de f’ et z: au produit tensoriel A’ ma B.) 
LEWIS 1.5. Soient g : A -+ B et h : A --+ C deux homomorphismes 
d’anneaux de noyaux I et J respectivement e f : A + B x C l’homomorphisme 
deduit de g et h. Pour que f soit minimal, il faut et il sufit qu’il soit de i’un des 
deux types suivants: 
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(aj A + A/I x A/J est un isomorphisme, l’un des deux homomorphismes, 
disons g, est swjectif et l’honzonloPphisnle-9/J -+ C did&t de h est minimal. 
(b) g et h sozt su+ectifs, I n J = 0 et I + J est 2~. idt?a7 maz&nal de A. 
I1 es; clair que les conditions (a) ou (b) impliquent la minimalite de ,f 
Reciproquement, supposons h non surjectif et f minimal; d’arpts (1.4(i)), 
A; T + C est minimal; comme A,!1 x A/J -+ B x C est injectif et non sur- !J 
jectif, A + -4/I X A/Jr est un isomorphisme; on voit de m&me que A/I -+ B 
est un isomorphisme. 
Supposons maintenant g et h surjectifs; comme f est injectif par hypothkse, 
I n J = 0. Posons L4’ = A/I x A/J, de sorte que A + ;2’ est minimal; 
d’aprts le “theoreme chinois,” la suite A + A’ =f -4/I + J est exacte, done 
I + J f A. Soit m un ideal maximal de A contenant I + J; le noyau ,!! 
de ia double f&he A’ =f A/m s’identifie B l’ensemble des couples (y, x) 
tek que y - z E TIT (avec des abus de notations &dents); comme 1 e m, 
l’element (1, 0) de A’ n’est pas dans 2; done d = -x puisque A + 9’ est 
minima!. Soit x E m; 1’CiCment (x, 0) de A’ est dans & done dans A; il existe 
done z E B tel que x - z E I et 2: E _I? done x E I i j; autrement dit 
I{J=m. 
2. 
LEMME 2.1. Soient A un anneau local d’idkal maximal m et f : A -+ B un 
homomovphisme minimal. Aloes, pour tout t E m, on a tB C A ou tB = B; en 
particzclier, A, -+ B, est un isomorphisme. 
Soit t un element de m tel que tB 0 A; comme f est minimal, on a 
B = A + tB. (*) 
On en deduit d’abord que A est integralement ferme dans B: en effet, si la 
fermeture indgrale de A dans B Ctait distincte de A? elle serait Cgale B B 
puisque f est minimal et B serait fini sur A puisque B est une A-algebre 
monogene; mais, d’apres le lemme de Xakayama, on deduirait de (“) que 
B = A ce qui est contraire aux hypotheses. Soient y E B tel que ty 6 A et 
x = I + ty; il est clair que x 6 A, done que x est un g&Grateur de 23; on 
peut done Ccrire y = a + xP(x) oti P est un polyn6me B coefiicients dans A; 
comme 1 T ta = x(1 - tp(x)) cst un Clement inversible de A, x est inversibie 
dans B; en multipliant 1’CgalitC precedente par une puissance convenable 
de X-I, on voit que x-l est entier sur A done est dans A puisque A est 
integralement ferme dans B; comme x $ A, x-l E tn. Revenant a la definition 
de x, on en deduit que 
1 = x-1 + tyx-’ 
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done que t est inversible dans B puisque 1 - x-l est un Clement inversible 
de A. 
11 reste 5 prouver la derniere assertion du lemme: si tB C A, il est clair que 
A, --f B, est un isomorphisme; si t est inversible dans B, f se factorise en 
A - A, + B ou la fleche de droite est injective; comme f est minimal et 
que t n’est pas inversible dans A, A, -+ B est un isomorphisme; d’oh le 
r&&at. 
THBOR~ME 2.2. Soit f : A + B ma homonwrplzisnze minind 
(ij I1 existe un id&al maximal m de A tel que pour tout idhal premier p 
de A, distinct de m, A, -+ B, soit un isomorphime. 
(ii) Les conditions suivantes sont t$uivalentes: 
(a) l’idlal nzaximal m dt@zi en (i), se relkve 2 B. 
(b) mB = m. 
(c) La suite A -+ B =f B OR B est exacte. 
(d) f est jki. 
(e) Spec(B) + Spec(A) est surject$ 
(iii) Si les conditions de (ii) ne sont pas vtG$%es, f est un t;pimorphisme plat. 
(i) Comme f n’est pas un isomorphisme, il existe un ideal maximal m 
de A tel que A,, -+ B, ne soit pas un isomorphisme; posons A’ = A, , 
B’ = B, et f’ = f, . Le carre 
A -f B 
4 4 
AIf’-B’ 
est cartesien d’apres (1 A(iii)). Soit p un ideal premier de A distinct de m; 
par tensorisation par I’homomorphisme plat A -+ A, , on deduit du carre 
precedent le car& cartesien suivant: 
4 - BP 
4 4 
8, ’ --+ B,‘. 
Or, comme Spec(Ap’) est distinct de Spec(A’), le Lemme 2.1, applique a 
I’homomorphisme minimal f ‘, montre que fp' est un isomorphisme; comme le 
carre precedent est cardsien, on en deduit que fp est un isomorphisme. 
(ii) (a) 3 (b). Si m se releve, pour prouver que mB = m, il suffit de 
prouver que mB C A puisque m est maximal; en utilisant (i), on peut se 
ramener au cas oh B est local d’ideal maximal m; il suffit alors d’appliquer 
(2.1). 
(b) + (c). Con-me mB = m, on a aussi m(B @A 23) = m. Consi- 
derons le diagramme commutatif suivant: 
Comme A/m est un corps, la ligne inferieure est exacte, done au& la hgne 
superieure. 
(b) * (d). D’apres (1.4(i)), Ajm + B/m est minima!, done fini 
puisque A/m est un corps. Soit x un generateur de la A-algebre B; son image 
x’ dans B/m verifie done une equation P’(x’j = 0, oh P’ est un polynome 
unitaire 2 coefficients dans A/m; en relevant dans A ses coefficients, on peut 
construire un polynome unitaire P tel que P(x) em, ce qui donne une 
equation de dependance integrale pour X. 
Les implications (d) * (e) et (e) 3 (a) sont triviales. 
I1 reste a prouver (c) * (a) et (iii). Or, si m ne se rel&ve pas a B, on deduit 
immediatement de (i) que f est un Cpimorphisme plat et, en particulier, que 
ia suite de (c) n’est pas exacte. 
3, 
Ce paragraphe est consacre aux homomorphismes minimaux f : A --+ B teh 
que Spec(f) ne soit pas surjectif. 
D’apres le theoreme precedent, f est alors un Cpimorphisme plat et est 
done entibrement determine par l’ensemble U = Im(Specdf)) des ideaux 
premiers de rZ qui se relevent a B; on a vu aussi que U est I’ouvert complemen- 
taire d’un ideal maximal m de A et, comme f est un Cpimorphisme plat, U est 
mtme un ouvert affine de Spec(A). 
De plus, ce theoreme implique que A est integralement ferme dans B. 
Nous allons montrer que cet ensemble de conditions est suffisant pour qu’on 
ait on homomorphisme minimal qui soit un Cpimorphisme, du mains si A est 
Xoetherien. Kotons d’abord la propriete supplementaire suivante: 
PROPOSITION 3.1. Soit f : A -+ B un homomorphisme minimal. si f est am 
kpimorphisme, la relation xy E A en&e &?&n&s x et y de B implique x E A w 
yEA. 
Dam le langage de [6], cela veut dire que f verifie ia propried P2 ; dans cet 
article, Samuel montre que la fermeture integrale de B dans B est l’inter- 
section des sous-A-algebre C de B telles que C-t B verifie P2 ; comme les 
hypotheses faites impliquent que A est integralement ferme dans B, ia 
minimalitb de f entraine que f verifie Pz ; les hypotheses faites sont si parti- 
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culieres que 1’CnoncC ci-dessus admet une demonstration directe plus simple 
que celle de Samuel; la voici: 
Montrons d’abord que si x est un Clement de B inversible et non dans A, 
son inverse est dans A: comme I est un generateur de B, il existe un polynome 
P a coefficients dans A tel que X- l = P(X); en multipliant cette relation par 
une puissance convenable de x-l, on obtient une equation de dependance 
integrale pour s-l qui est par suite dans B puisque A est inttgralement 
fermC dans B. 
Soient maintenant x et y deux elements de B tels que t .= xy E A et y 4 A. 
Si m est l’unique ideal premier de A qui ne se releve pas a B, il suffit, d’apres 
(2.2(i)), de montrer que l’image de x dans B, est dans A, ; on peut done 
supposer que ,4 est local d’ideal maximal nt. D’aprb (2. l), on a alors xyB = B 
ou xyB C A. Si “cy est inversible dans B, il en est de mCme de y et d’aprb ce 
qui precede, y-l E A, done x: = xyy-l E A. Si xyB C A, le resultat est const- 
quence du lemme suivant: 
LEMME 3.2. Soit f : A -+ B un homomorphisme minimal. Si f est un epi- 
morphisme, son conducteur I = Ann,(BIA) est un ideal premier de B. 
Soient en effet x et y deux elements de B tels que my E I et y $ I. Comme f 
est minimal, la demiere relation implique que B = A + yB. On en deduit 
d’abord que x = a + yx avec a E A et x E B, done que x est entier sur A 
puisque x2 - ax = xyz E I, done que x est dans A puisque A est indgral- 
ement ferme dans B. On en deduit ensuite que XB = xA + xyB C A, done 
que xEI. 
PROPOSITIOK 3.3. Soient f : A --+ B un homomorphisme minimal qui est un 
epimorphisme, I = An.QB/A) son cunducteur et m l’unique ideal premier de A 
qui ne se relere pas. 
Alors (A/I), est un anneau de valuation de hauteur 1; de plus, si I est de type 
jini (en tant qu’ideal de A), I, = 0. 
Reciproquement, soient A un anneau, m un ideal maximal de A et Ii l’ouvert 
complementaire de (m> dans Spec(A). Supposons que U soit quasi-compact et 
que A, soit un anneau de cqaluation de hauteur I. Alors A -F A(G) est un 
homomorphisme minimal qui est un t@norphisme. 
(On designe par A(5) 1? anneau T( L’, Lq) des sections du faisceau ,4 au dessus 
de !‘ouvert U de Spec(A).) 
En utilisant (1.4(iii)), on voit que I,,, est le conducteur de A, + B, ; on en 
dtduit que (A/I),, -+ (B/I)* est un homomorphisme minimal de conducteur 
nul; quitte a remplacer A par (r2/I),, , on peut supposer que A est local et 
que I = 0; d’apres (3.2), on voit que A et B sont inttgres; montrons que B 
est le corps des fractions de -4: soit t E m, t f 0; utilisant (2.1) et I’hvpothese 
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que !e conducteur est nul, on voit que tB = B, done que t est inversibile 
dans B, ce qui prouve que B est le corps des fractions de A; comme f est 
minimal, A est un anneau de valuation de hauteur 1) [2] (Chap. 6, parag. I) nc 2, 
corollaire du Theo&me 2). 
Supposons que I soit un ideal de A de type fini. Comme IB = I, on a un 
homomorphisme B -+ End,(l), de noyau Ann,(l); comme I est de type fini, 
B/Arms(l) est entier sur A, done A/Ann,(l)-+ B/Ann,(l) est un iso- 
morphisme puisque f est un Cpimorphisme plat; on en deduit que m ne 
contient pas Ann,(l), done que I, = 0. 
Montrons la reciproque: posons B = A(V); comme 77 est quasi-compact, 
pour tout idea! premier p de A, distinct de nr, c’est-&dire pour tout p E L’, 
A, -+ B, est un isomorphisme; il suffit done de montrer que A, --+ B, est 
un homorphisme minimal et un Cpimorphisme, ce qui est evident puisque -A, 
est un anneau de valuation de hauteur 1 et B, son corps des fractions. 
COROLLAIRE 3.4. Soit A un anneau noetht%en. La currespondance suggSe 
par (3.3) e’tablit une bijection entre l’ensemble des homomorphismes minimaux 
de source A qui sont des Lpimorphismes et l’ensemble des &it?aux maximaux m de A 
tels que A, soit un anneau de aaluation discrete. 
E~~MPLB 3.5. On va construire un exemple ou A est local integre et 0% 
le conducteur I est non nul: soient R un anneau local regulier de dimension 2 
et p un idea: premier de R tel que Rip soit un anneau de valuation discrete, 
de corps des fraction K = k(p). Posons B = R, et soit A le produit fib& de 
R/p et B au-dessus de K, de sorte qu’on a le car& cartesien suivant: 
A -+B 
4 4 
I&p ---f K. 
Ii est clair que R/p + K est minimal et un Cpimorphisme, done A ---f B est 
minimal par (1.4(ii)); comme l’ideal maximal de A ne se reieve pas, A -j B 
est un Cpimorphisme. 
4. 
Ce paragraphe est consacre aux homomorphismes minimaux finis, c’est-&- 
dire ceux verifiant Ies conditions Cquivalentes de (2.2(n)). DCgageons d’abord 
ie critere suivant consequence immediate de (1.4) et (2.2(ii)): 
PROPOSITIO~V 4.1. Soit f : A 4 B un homomorphisme injectif d’anneaux. 
Pour que f soit un homomorphisme minimal j&i, il fiut et il su@t qu’il eA<ste un 
ideal maximal m de A tel que n-id = m et que A/m + B/mB soit un homo- 
morph&me minimal. 
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PROPOSITION 4.2. Pour qu’un. homomorphisme inject;f f : A + B soit 
compose d’homomorphismes minimaux Jinis, il faut et il sufit que B/A soit un 
A-module de longueur jinie. 
La condition est rkcessaire d’apres (4.1) et (1.2). On demontre la reciproque 
en raisonant par recurrence sur long,(B/A): il existe une sous-A-algebre C 
de B distincte de A telle que longR(C/A) soit minimum; il est clair que A + C 
est minimal et que longc(B/C) < longA(B/A). 
Remarque 4.3. Contrairement a ce qu’affirme Levelt [4], Section 3, 
Lemme 5, un homomorphisme minimal fini de source un anneau local A 
n’est plat que si A est un corps; en effet, plus g&&ralement, on a le resultat 
suivant: 
LEMME 4.3.1. Soient A un anneau local d’ideal maximal m et f : A -+ B un. 
homomorphisme injectif tel que ntB = m. Si f est plat m = 0. 
Si B est un A-module plat, le noyau I de l’homomorphisme canonique 
B aa B -+ B est un A-module plat; en tant qu’ideal de B @A B, I est 
engendre par les elements x @ 1 - 1 @ x pour x parcourant B; comme 
ntB CA, on a ml = 0; le A-module I est done isomorphe a une somme 
directe de copies de A/m et comme il est plat sur A, on en deduit que A/m 
est un A-module plat, done que nt = 0. 
4.4. Si f : A -+ B est un homomorphisme minimal fini, on a vu qu’il 
existe un ideal maximal m de A tel que mB = m; on en deduit un homo- 
morphisme de A-algebres 
g : B ---f End,(m) 
dont le noyau est AM&~); nous allons examiner les relations entre f et g. 
Le lemme suivant nous a CtC communique par J. P. Lafon. 
LEMIME 4.5. Soient ,4 un anneau commutatif et I un ideal de A. Dans la 
suite exacte 
0 --+ Hom,(I/P, I) --+ End,(I) -% End,(P) 
u est un homomorphisme d  A-algebres et Im(u) est une A-algebre commutative. 
De plus, on a un isomorphisme Hom,(I/P, I) -+ Hom,(I, I IT Ann&)). Si 
I n Ann,(I) = 0, en particulier si I est jidele, End,(I) est commutatif. 
Si A est un anneau local noetherien d’ideal maximal nt, la condition trt est 
fiddle est Cquivalente B prof(A) > 0; de plus, si prof(A) > 1, A -+ End,(tn) 
est meme un isomorphisme: en effet, soit (s, t) une suite $-reguliere contenue 
dans m et u un endomorphisme de m; on a u(st) = su(t) = tu(s), done 
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u(s) = as avec a E A; pour tout x em, on a de mCme SZJ(X) = xu(s) = xas, 
done Z(X) = a.~’ puisque s est A-regulier. 
PROPOSITION 4.6. Soit f : A -+ 3 un homomorphisme minimal $ni de 
conducteur m. Supposons que m soit un idealfidele de -4 mais que J = Anns(mj 
soit non nul. Alors J est un A-module simple. De plus, 
- ou bien J = J2; J est alors engendre par un idempotent, A + Blj est un 
isomorphisme et A,!m -+ B/&n&) est un isomorphiswle, si bien que B est 
A-isomorphe ri l’awz.eau prod& A x A/m. 
- ou bien J” = 0 et B est A-isomorphe h l’extension triviale DA(j) de A par “J. 
Comme on a suppose f minimal et J # 0, on a B = A + J; comme de 
plus A n J = 0, J est un B-module simple; c’est done un ideal monogbne 
de B dont l’annulateur n = bB( J) est un ideal maximal. Si J = J”; J est 
engendri: par un idempotent puisqu’il est monogene, done I3 -+ B/J x B/n 
est un isomorphisme. Comme 3 = A + J, A -+ B,ij est un isomorphisme; 
enfin, en utihsant (1.5(a)), on voit que a/m -+ Bjn est un isomorphisme ce 
qui irrpiique en particulier que J est un A-module simple. 
Si J” = 0, il est clair que B est A-isomorphe B DR( J), ce qui entraine que J 
est un A-module simple puisque f est minimal. 
Le cas oti m est un ideal fiddle de 3, c’est-a-dire celui oit l’homomorphisme 
g de (4.4) est injectif est moms trivial; il s’agit alors en effet de caracteriser les 
sous-A/m-algebres minimales de End,(m)/m; nous n’avons pas aborde ce 
problbme. Par contre si L4 est un anneau local de Gorenstein de dimension 1: 
non reguiier, alors A + End,(m) est lui-mgme un homomorphisme minimal 
comme nous allons le montrer maintenant; cela recouvre !e cas o;1 A est 
l’anneau d’une courbe plane ayant un seul point singulier. 
PROPOSITION 4.7. Soit A un anneau local noetherien de profondeur uw. 
Posons E = End,(m) ou nt est l’ideal maximal de A. Pour que A soit un anneau 
de Gorenstein ii faut et il su#t long,(E/A) < 1. 
LEMZIE 4.7.1. Soit A un anneau local iVoethkien de profondeur un. Posons 
E = End,(m) ou m est l’ideal maximal de A et k = A/m. Les conditions 
suivantes sont equivalentes: 
(ij A est un anneau de valuation discr&e, 
(ii) A + E est un isomorphisme, 
(iii) L’application canonique E----f Hom,(m, A) n’est pas surjective. 
De plus, si ces conditions ne sont pas vLri$ees, l’application canonique 
HomA(k, E/A) -+ ExQ(k, A) !*j 
est un isomorphisme. 
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Si A est de valuation discrete, M est un A-module libre de rang 1, done A -+ E 
est un isomorphisme. 
Montrons que (ii) implique (iii): comme prof(A) = 1, on a la suite exacte 
0 - A A HornJut, A) --+ ExtA1(k, A) --+ 0 
et Ext,l(k, A) + 0; j n’est done pas surjective; d’oh le r&&tat. Montrons 
que (iii) implique (i): soit u : m -+ A une application lineaire qui ne provient 
pas d’un endomorphisme de m; il existe done un Clement t de m tel que 
u(t) = 1; pour tout x dans m, on a tu(x) = xu(t) = X; done m = tA et A est 
de valuation discrete. 
Supposons enfin que A ne soit pas de valuation discrete. Soit 
0 --f A + M -+ k -+ 0 une A-extension de k par A; il est clair que mX C A; 
il existe done une application A-lineaire M-t HomA(nt, A). Mais, d’apres 
l’hypothese, E --+ Hom,(m, A) est un isomorphisme; on en deduit une 
application A-lineaire M-+ E, induisant I’identitC sur A, done aussi une 
application k -+ ,!?,/A, le tout rendant commutatif le diagramme 
0 -+ A + M+ k -+ 0 
II J 4 
O+A+ E -+E/A-+O. 
Cela implique visiblement que I’application (*) est surjective; on verifie saris 
peine que son noyau HomJk, E) est nul; d’ou le resultat. Demonstration de 
(4.7): comme A est de profondeur 1, A est de Gorenstein si et seulement si 
Ext,l(k, A) est un k-espace vectoriel de rang 1. D’autre part, comme E/A est 
un k-espace vectoriel, HomA(k, E/A) est canoniquement isomorphe B E/-4. 
Le resultat est done une simple traduction du Lemme 4.7.1. 
COROLLAIRE 4.8. Soit A = k[x, y] l’anneau d’une courbe plaue i&duztible 
et riduite poss2dant un seul poiTlt singulier correspondant ci l’idt!al maximal m 
de A. Alol-s A -+ End,(m) est UIZ homomorphisme miuimalj%. 
En effet, un tel anneau A est de Gorenstein. 
5. 
Donnons succintement pour finir quelques indications sur le groupe 
Gal(B,/A) des automorphismes de la A-algebre B lorsque A + B est minimal 
fini. 
PROPOSITION 5.1. Soient ,4 un anneau local et f : A + B un homomovphisme 
minimal j?ni. On suppose que I’idLal maximal m de A est non nul. Posons 
k = A/III, B = B/m et V = iInn,( izlors Vest muni canoniquement d’une 
structure de B-module et le noyau de l’homomorphisme 
Gal(B,/A) --+ Gal(B,/k) t*> 
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est I’ensembb des automorphismes de En forme id 2 D oii D est une A-d&cation 
de B dans V; il est done isomer-phe ail groupe additif Hoq(Q& , V). De pizls: 
(ij Si Ax~~(rnj C A, l’image de (*) t es re’duite B i’automorphisme 
identique. 
(ii) Si f est net (i.e., si -Qk;, = 0), Gal(B/A) = (id). 
(iii) Si V = 0, c’est-h-dire si m est zm idbalfidkle de A, Gal(B!A) = (id> 
sauf si B est A-isomorphe ir. D,(L) oil L est un A-module simple, auqtiel cas 
Gal(B/IZj E AutA(L) s ki. 
On remarquera que le fait pour un homomorphisme minimal fini de 
pos&der un conducteur non nu! le rend t&s rigide: il n’y a en g&t%ai pas 
d’automorphisme m&me si la fibre k + i? est galoisienne; par contre, si 
k - B est une extension radicielle de corps, on voit facilement que Gal(B/Aj 
est isomorphe au groupe additif V. L’exemple le plus simple oti cela se produit 
est le suivant: soit k + K une extension radicielle engendrCe par un ClCment 
x E K tel que XD E k (p Ctant la caracdristique de k, supposCe >Oj. I1 est clair 
que k - K est minimal. Soient V un K-espace vectoriel de rang fini # 0, 
B = D,(Vj et B = DJV); alors A -+ B est minimal et Gal(B,/A) est iso- 
morphe 2 V. 
Donnons enfin un exemple oti Ga!(B/-4) n’est pas abClien: soient k ur, 
corps, W un k-espace vectoriel de rang >l et V un hyperpian de W. Posons 
A = D,(Vj, B = Dli( TV) et soit A -+ B I’homomorphisme dCduit de 
i’injection T-e V; on vCrifie saris peine que A + B est minimal et qlue 
Gal(Bfd) est isomorphe au groupe des k-automorphismes de W qui iaissent 
fixes les points de F; ce n’est visiblement pas un groupe abClien. 
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